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は じ め に
本論は,金 融派生商品の価格理論に確率論が用いられている現実を踏ま
え,確 率論の立場から,金 融派生商品の価格モデルが抱xる1つ の限界を
示 したものである。
本論では,ま ず金融派生商品の価格モデルの例としてブラック ・ショー
ルズのモデルをとりあげて,確 率空間(ρ,.F,P)の 意味す るところを
明らかにし,sニ[0,1]と みなすと,カ ン トル集合1>はsの 部分集合であ
りながら,P(N)=0か2V(耗Fの どちらか一方 を必ず満たす ことを示 し
た。これが意味するのは,本 論第2節 の議論が示す ように確率空間を所与
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としたモデルにおいて,現 実の状況が無視されている可能性があるとい う
ことである。
ここにモデルの1つ の限界があると筆者は考える。
第1節 金融 派 生商品 の価 格モ デ ル
本節ではまず(1)において,金 融派生商品の価格モデルの前提 とい う意味
で,確 率空間 とその確率空間上の標準ブラウン運動過程を定義する。次に
②では,金 融派生商品モデルの1つ の例としてブラック・シ ョールズのモ
デルをとりあげ,ど のように:理論展開がな され ているかを追 うことにす
る。
(1)モ デルの諸前提
確率空間が(9・F・P)と して験 ら寂 し'敬 する・ ただしSは ・
根元事 象 ωを要素 とす る標本 空間であ り,全 事 象を表 わす。Fは ρの部分
集合(事 象)の 族であ り,次 の3つ の条件 を満 たす とす る。
(a)(1)φ ∈F
(b)(2)A∈Fな らぽA`∈F
(c)Af∈.F(ゴ=1,2,…)な らばUA;∈.F
J冨1
最 後にPは,各 事象A(∈F)に 確 率P(A)を 対応 させ る集 合関数で
あ り,次 の3つ の条件を満たす とす る。
.(a)P(9)=1
('b)A∈Fに 対 してP(A)≧0.
(c)・ 互 いに 排反す る事象列 ・4;∈F(i=],2,…)に 対 してP(UA.)'
f=1
=ΣP(A;)そ してP・に関す る期待値をEで 表わす ごとにす る。
f=1
Yの 確率空間上の標準ブラヴソ運動過程を 協,t≧0}.で表わす。標準 ブ
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ラウン運動過程 は次の4つ の性 質に よって定 義 され る。
(a)B。=0が ほ とん ど確実に(almostsurely)成 り立つ。
(b)任 意 のt,S(S>の に対 して,増 分B,一B、 は 平均0,分 散s-t
の標準正規分布 に従 う。
(c)す べての排反す る時間区間におけ る増分は独立であ る。
(d)各 ω(∈9)に 対 してサ ンプルパスt→B,(ω)は 連続 である。
(2)ブ ラ ック ・シ ョールズのモデル㈹
1つ の株式 と1つ の債券があ る市場において,満 期Tだ けで支払い の発
生す る派 生証券を考え る。 ここでは派生証券を,株 式の価格過程(s.,0≦
t≦T}に 依存 して支払いが決 まる証券 であ るとす る。満期 での支払 いをX
で表 わ し,E[X2]<。 。 と仮定 す る。
次に株 式の価格過程は,確 率微分方程式
4S'=μ(S・,の4'+σ(S,,t)4B,(1・1)
に従 うとす る。 ただ し解 の存 在を保証 す るために,Nと σは,あ るK,L
>0に 対 して
μ2(x,の+σ2α,の ≦K(1+x2)(1・2)
IN(x,t)一F(y,t)[十1σ(x,t)一 σ(y,t)1≦Lax-yl(1・3)
を満たす とす る。(1・2)は 増大条件,(1・3)は りプシ ッツ条件 と呼ばれ て
い る。 この とき,初 期 時点t=0でS・ の値を と り,(1・1)に 従 う・過程
islが 一意 に存在す る。
一方,債 券の価格過程{β,,0≦t≦T}は,微 分方程式
4β,=β 〃(s,の4∫;βo>0(1・4)
に従 うとす る。(1・4)を 解 くことに よ り,債 券 の価格aは
β一回 ∫:凧 祠(・ ・5)
と与えられる。
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さて,α,,δ,を それぞれ時点 脅こおけ る株式 と債券 の保有数 とした とき
(G,b)ニ:{a,,∂,:0≦t≦T}(1・6)
はボー ・… ナと呼鵬 蟹 だし・E[∫=圃 明 く・ と仮定す
る。
価格過程が(1・1)～(1・4)の ように与 え られ ている とき,こ のポ ー トフ
ォ リオで運用 した とすれ ぽ,期 間(0,t'に おけ る資金 の累 積の利益(負 な
らぽ損失)は,
∫:砺・&+∫:鵬(・ ・7)
で与え られ る。 もし投資期間 中に資金 の回収や追加がない とすれぽ,こ の
ポー トフ ォ リオの時点 脅こおけ る価値 は,初 期時点 におけ る価値 に,(1・7)
の累積利益(ま たは損失)を 加 えた ものに等 しい。 すなわち時点'に おけ
るポ ー トフ ォ リオの価値 を
y、≡α、S,+δ,β,(0≦'≦7「)(1・8)
とおけ ぽ
隅+∫1砺 ・飢+∫1鳩(・ ≦t≦z)(…)
が成立す る。
(1・9)が 成 立 す る と き に,こ のポー トフォ リオは 自己充足的(self一
畳nancing)と 呼 ばれ る。 そして満期 での支払 いXに 対 して
X=YT(1・10)
がほ とん ど確実に成 り立つ とす ると,こ れ を満 たす よ うな 自己充足的なポ
ー トフ ォ リオが存在す ることが知 られ てい る。
ここで裁 定機会は 存在 しない ことに し,そ のために(1・8)N(1・10)の
条件に 加えて,初 期時点'=0に おける派生 証券 の価値 π(x)が ポ ー トフ
ォ リオ(a,の の時点t=cに おけ る価値YoY'等 しい ことを 要請 してお
く。つ ま り
π(X)=Q。so+b・ β・(1・11)
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が成立す る とす る。
さて,派 生証券 の時点 彦におけ る価値Y,は,あ るなめ らか な2変 数 関
数C(x,の によ り
Y;=C(S,1)(0≦t≦T).、(1・12)
と書げ る とし,さ らに満期 丁におけ る派生 証券 の価値Y,が,あ る連 続関
数 σに よって
】LT=g(ST)(1・13)
と書 くことができる とす る。
この とき(1・1)と(1・12)に 伊藤氏 の公式を適用す る と
4y即 ・(～)4孟+・C:(&・')・(S・の4B'一.(1・14)(6)
ただ・ 幽 一α(・・')・(鋤+G(鋤 畦 α(鋤 鵡')
.を 得 る 。
他 方,自 己 充 足 的 な ボ ー 』ト、フ ォ リオ(G,の は(1・9)を 満 た す の で
4y、=α ・4s・+う ・4β'・ ・,
=a:(p(s',t)dt+σ(s,:)dB,}+h,{β〃(S.,t)dt}
「{αfμ(s,の 十 δ,β〃〈s,t>}4≠ 十 α,σ(;Sりt)dB,(1・15),
を 得 る 。
そ こ で(1・14)と(1・15)の4B,項 の 係 数 を 等 し い と お く こ と に よ り
・Fα(S,,t) ,・(1・16)
が 求 め ら れ,さ ら に(1・8)に(1・16)と(1・12)を代 入 す る こ と に よ り
b,一1{C(S:,t>一c;(S.,のS、}..(1・17)β
'
が 求 め ら れ る0
次 に(1・14)と(1・15)の4彦 項 の 係 数 を 等 し い も の と お き,そ の 式 に
(1・16)と(1・17)を 代 入 す れ ば,
C.(&,の+2C=,(s,,の ♂(s∴)一r(S,,のc(&,の
十y(5,,の α(S,,t)S.=0(1・18)
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と な る の で,関 数Cは,次 の 偏 微 分 方 程 式 を 満 た す 。
す べ て の(x,の ∈(一 。。,。。)×[0,T]に 対 し て,
1C(
x,t,+2(磁(功 σ2α ・')一 ・(切c(x,t;
十r(x,t)C,(x,t)x=0 ,(1●19)
こ こ で 境 界 条 件 は,
C(κ,:τ)=9(x)(一〇〇<x〈oO)(1●20)
で あ る 。
(1・19)と(1・20)の 解 は,あ る 条 件 の も と で(6),次 の よ うに 求 め ら れ
る 。
・(x,t;一E卜・{二∫1・伽)・ ・}・剛 ・
(x,t;∈(一 〇〇,Oo)×[0,T](1・21)
た だ しZ紹 は 過 程 で あ っ て,次 の よ う に 定 義 され る。
dZ葦"=y(z誉",S)z葦"4s+σ(zぎ・㌧s)dB、;S>2{ (1・22)zγ=x;5≦t
以上の ように ブラック ・シ ョール ズのモデルでは,.確 率空間が与 えられ
てい るとき,派 生証券の価格が(1・21)に よって求め られ,ま た 自己充足的
なポ ー トフ ォ リオが(1・16)と(1・17)に よって求め られ ることにな る。
第2節 力ン トル集合 による検討
本節では,ま ず(1)に おいて確率空間を構成す るsとFとPが ブラ ッ
ク ・シ ョール ズの モデ ルの中で具体的に何に対応 してい るのかを明 らかに
す る。次 に(2)で は,カ ン トル集合Nを 導入 して,ノV年.FかP(N)=0
のいずれか一方が必ず成立す ることを示 し,そ の意味付けを行 う。
216(1124)
カントル集合による,金 融派生商品の価格モデルの検討
(1)確 率空間の解釈
前節の ブラック ・シ ョールズのモデルにおいて2(s,,0≦t≦T}と 〔β、,
0≦t≦T}は 過程 であ ったの で,共 に確率変数 の系 である。 ところが確 率
変数 とは確率 空間(9,F,F)上 の可測関数 のこ とであるので,可 測 関数
の定 義 よ り,任 数 の実数 πに対 して
{ω∈ρ;s(ω)≦n}∈Fll(2・1)
〔ω∈ρ;β 、(ω)≦%}∈F(2・2)
が成 立す る。
s(ω)と β、(ω)がそれ ぞれ 時点 脅こおけ る株価 と債券価格を表わす こと
か ら,ω を要素 とす る集合9は,株 価 と債券価格の決定に影響す ると思わ
れ るすべての状況一 経済情勢,政 治情勢,気 象条件な ど一 の集合 であ
ると考え られ る。
つ ま り,あ る状 況.A(∈F)の もどでは,時 点tに おけ る株価 と債券価
格はそれぞれS,(A),β 、(A)で 与え られ,そ の状況Aが 起 こる確率は1)(A)
として与 えられ る。
さて,今 このすべての状況9の 各要素 ωを0以 上1以 下 の実数へ の上へ
の1対1対 応 に よって置 き換rx,Sが 数直線 上の閉区間[0,1]で 表 現でき
た とす る。 このときSeの 部分集合A(∈F)が 起 こる確率P(A)は,A
が数直線 上に占め る 「長 さ」 を表わ す ことにな る。
以上の よ うV'確 率空間を解 釈 した上で,次 項では,カ ン トル集 合Nを 導
入 して議論を進めてい くの であ るが,説 明の都 合上,N∈Fと1>申Fの
2つ の場 合Y'分 けて考え ることにす る。
(2)モ デ ルの限界(77
まずN∈Fの 場合を考える。
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今,数 直線上の閉区間s=[0,1]を3等 分して,そ の真中の開区間を1・
とする:
み一123'3)・P(h)一13(…)
次に9か ら み をとり除いた区間 國 ・[剥 蝦 れそれ ・等分
し,そ の真中にある開区間をJ2:,ゐ2と お く:
海 一儲)・ 海一(789'9)伽)
記号の簡単のため,こ の和集合を み とお く:
五 一,121u.122・P(J2)一29(_13・23)(・ ・5)
同じようにして,次 は9か らJ・,」2をとり除いた区間をそれぞれ3等 分
して,そ の真中にある開区間を
ゐ・一(1227,27)・ 面 一(舌 ・舟)・ 知 一(弄 ・{穿)・
ん 一(2527・2627)(・ ・6)
とする。この和集合をみ とおく:
ゐ一」31U」32・嫌 ・F(∫)_13・(23)2(…)
この よ うに書 くとわず らわ しいが,図1の よ うに以上の操作は,次 か ら
Jl
Ol
」21/2＼ 」22一一
図1
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次へ と続け られ る。 この ようにして互いに排反す る集合系列
み,み,…,1,,…(2・8)
が得 られ る。
∫。は有 限個 の開区間か ら成 り
P(h)_13・(23)n-1(・ ・9)
である。 さらにJ=U.み とすれ ば
n=1
P(1)ニP(uみ)
"昌 ユ
め
=Σ.P(み)(8)
カコユ
ーゑ{÷ ・(2
3)n一]}
11ニー ×
321 一一
3
=1(2・10)
とな る。
sか ら,上 で定 義 したJを と り除いて得 られ る集合を カン トル集合 とい
う。 カン トル集合 は,図1で 太 く画かれ てい る線分 を次 々に除いてい って
得 られた究極 の集合 であ るので,ご くわ ずかな点 しか 含んでいないのでは
ないか とい う疑問が生 じて も不思議 では ない。
しか しカ ソ トル集合 は実 は多 くの点 か ら成 っている。そ れ は 図1と,
0≦ α≦1を 満たす実数 の3進 小数展 開とを対比 して考 えてみれ ぽ よい。
実際 み に属す る点は,3進 展開 した とき,小 数点以下n位 の ところD'
1の 現われ る数か ら成 ってい る。従 って カソ トル集合は,3進 数 を用 いて
無 限小数展開 した とき
0.22202002・ 一;0,002020020・ …(2・11)
の よ うに,1の 現 われ ない小数全体 と0と か ら成 る。
カ ソ トル集合に属す る実数 を上 の ように無限3進 小数 で展開 した とき,
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小数表示 の中に現わ れた2を1に 置 き換えてみ る。 例えば(2・11)に 対 し
て
0.11101001…;0.001010010一 ・(2・12)
を考え てみ る。 これ を2進 数を用 いた[0,1]に 属す る実数 の無限小数展開
と考 える ことにす ると,こ の書 き換えは,(3進 有 限小数を除いて)カ ン
トル集合か ら閉 区間[0,1]の 上へ の1対1対 応 を与 えてい る(0は0に 対
応 させ る)。 その意味 で,カ ソ トル集合は9の 要素 と同 じ程 度の点を含ん
でいる。
さて カ ン トル集合ノVは,定 義 によ り
s=1U1>(ノ ∩!>=φ)(2・13)
を満たす。 今仮定に よ りi>∈Fで あるので,Fに 関す る条件(b)よ り
J∈Fと な る。
さらにPに 関する条件(c)よ り
F(/U1>)=P(J)十P(1>)(2・14)
が成立す るが,(2・13)と(2・10)よ り
P(S)=1十F(N)(2・15)
であ るので,Pに 関 する条件(a)よ り
F(1>)=C(2●16)
となる。
この ことが モデルにおいて意味す るこ とを考 えてみ ると,本 来考慮す る
べ き状 況の集合Fの うちで,Nは 決 して起 こらない状況であ ると始めか ら
仮 定 して しまってい ることにな る。
他方,N¢Fで ある場合を考え よ う。
この場合,F(N)の 値は求め られ ない。 なぜな ら,PY:.関 す る条件(b)
か らわ か るよ うに,PはFの 要素に対 してのみ,確 率を付与す るものだか
らであ る。
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この ことが モデルにおい て意味す ることを考 えてみ る と,全 状況 を表わ
す集合 ρの うちで,9の 部分集合 であるNと い う状況は,公 理的 に考 える
対象か らはず されてい るとい うこ とに なる。
以上の ことを まとめてみ ると,9を 閉区間[0,1]と み な した とき,Seの
部分集合 として カン トル集合Nが 存在 してい るのであるが,P(N)=0あ
るいはノV〔…Fの いずれか一方が必ず成立す る。
従 って確率空間を所与 としてモデルを作成す る場合,9の 部分集合 の う
ちで考察対象 とな らない集合が必ず存在す る。 これは確率空間を所与 とし
た ことか ら来 る必然的な帰結 であ る。
そ こでブラ ック ・シ ョールズのモデルにおい ても,現 実には起 こるか も
しれない状況を,一 部無視 して派生証券の価格や,自 己充足的な ポー トフ
ォ リオを求めてい ることにな るのであ る。
この ことは,よ り一般的に,確 率空間を所与 として作成 された モデルす
べてに対 してあては まる ことであ る。
お わ り に
よく言われるように,「数学モデルはあ くまでも現実問題の近似であり,
これはモデルを如何に複雑化しても変わるものではない。単に近似の程度
が変わ るだけであって,絶 対的に正 しいモデルとい うものは存在しないの
である。 もし絶対的に正しい な らば,も はやそれは 足【モデル"で はな く
"そのもの"で あ り
,モ デルの重要性はできるだけ 単純な形で本質的なも
のを描いて見せることである。」(s)
言 うまでもなくこれは正 しい主張であるが,数 学モデルが現実への近似
にとどまっている原因が何であるか,換 言すれぽ数学モデルの持つ限界 と
い うものをよくわきまえた上で,モ デルを扱 うことが望ましいのは言 うま
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で もない。
本論 の結 論は,そ うしたモデルの持つ限界の1つ を 明らかにす ることに
あった。
《 註 》
(1)φ は 空 集 合 を示 す 。
(2)A`はAの 補 集 合(Sか らAを と り除 い た 集 合)を 示 す 。
(3)本 項 は,主 とし て 次の 文 献 か ら の引 用 であ る。
木 島 正 明 『フ ァイ ナ ンス工 学 入 門 』 第H部,日 科 技 連,1994年,25'》31ペ ー
ジ。Dine,D.,Dynamic・4∬θ'PricingT加oγy,PrincetonUniversity
Press,1992,pp.85^87.
な お,ブ ラ ック ・シ ョー ル ズの モデ ル は,幾 何 ブ ラ ウ ン運 動 で危 険 証 券 の
価 格&を 表 わ し,安 全 利 子 率 ア(&,の を一 定 とす る の が 普 通 で あ るが,本
文 で は そ れ を 一 般 化 して 述 べ て い る。
(4)ブ ラ ッ ク ・シ ョール ズの モデ ル で は,ポ ー トフ ォ リオを 組 替 え る際 の 手 数
料 や 税 金 な どは 考 え ない もの とす る。
(5)C,とG.は そ れ ぞ れ,C(x,t)の κに 関 す る1階 と2階 の 偏 微 分 を 表 わ
す 。C`に つ い て も同 様 で あ る。 な お 伊 藤 氏 の 公 式 に つ い ては,木 島正 明
『フ ァイ ナ ンス 工 学 入 門』第1部,日 科 技 連,1994年,166ペ ー ジを 参 考 に した 。
(6)Du伍e,op.σゴ'.,p.87と 付 録Eに よれ ば,そ の 条 件 とは,あ る正 定 数M,
αに対 して
lC(z,の1≦M(1+κ ・),(κ,')∈(一 。。,。。)×[0,T]
・ が 成 立 し,か つ σ,9,プ が りプ シ ッツ条 件 を 満 た し,7が 非 負 であ り,さ らに
σ,9,y,Q},9:,ぬ,a::,σ 那,7∬ が 存 在 して,か つ 連 続 で あ り,か つ 増 大 条
件 を 満 たす こ とで あ る。
(7)本 項 に おけ る カ ン トル集 合 の導 出及 び解 説(図 も含 む)は 次 の 文 献 か らの
引 用 で あ る。
志 賀 浩 二rル ベ ー グ積 分30講 』 朝 倉 書 店,1994年,19^一21ペ ー ジ。
(8)こ の 式 の 変 形 が 可 能 で あ る の は,N∈Fと い う仮 定 とFに 関 す る条 件
(b)及 び(2・13)よ り の
N'=ノ=uノ"∈F
ロ ヨ 　
となるので,Pに 関する条件(c)を 使用することができるからである。
(9)前 掲 『ファイナンス工学入門』第H部,22ペ ージより引用した。
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